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Nathanson [6] $\S 4.3_{\text{ }}$ Easier Waring’s problem
Waring
$s$ $k$ $s$ $k$
$k=2$
Lagrange
3 $4^{r}(8m+7)$ ( $r,$ $m$ 0 )
2






$G(k)$ : $s$ $k$
$s$
’ ’ $n,$ $k$ $n=x_{1}^{k}+\cdots+x_{s}^{k}$ $x_{1},$ $\ldots,$ $x_{s}$
$s$ $s(n, k)$ $s=n$
$x_{j}$ ( 1 ) $n,$ $k$
$s(n, k)$ $\mathrm{N}$







$([(3/2)^{k}]-1)$ 2 $k$ $(2^{k}-1)$ 1 $k$
$s(n_{k}, k)=2^{k}+[(3/2)^{k}]-2$
$g(k)\geq 2^{k}+[(3/2)^{k}]-2$ (1)







$G(4)\leq 19$ $C$ $n$




$s(79,4)=19$ $\max\{C, 79\}$ $n$ $s(n, 4)$
$g(4)$ 19




$s(n, 4)\leq 19$ –
Hua( ) Davenport





$C$ ( ) $s$ $k$
$G(k)\leq s$
$s$ $k$ $\mathrm{A}$ $\mathrm{a}\text{ }$













$\Gamma_{0}(k)$ $k\geq 3$ [
$G(k)= \max\{k+1, \Gamma_{0}(k)\}$ (2)
$G(k) \geq\max\{k+1, \Gamma_{0}(k)\}$
$($Vaughan [9], \S 2.8, Exercise $2)_{\text{ }}$. $k$ $|\mathrm{h}$
.
$\Gamma_{0}(k)$
Vaughan [9] \S 2.6,
\S 4.5 \S 4.6 Exercise 3
$’.\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}_{\backslash \text{ }}$ $k\geq 3$ $k$
2 \Gamma o(k)=4k $|\mathrm{h}$
.
\Gamma 0(k)\leq 3k/2 $\mathrm{A}\mathrm{a}$
(2) $k$
$G(k)\leq 4k$ $k$ 2 2 \leq
$G(k)$ $k=3,4,5$ }
$(k+1)$ $k$ Wooley $[15\downarrow$
$G(k)\leq k(\log k+\log\log k+2+O(\log k/\log\log k))$
$5\leq k\leq 20$ $k$ [ 1‘ }




















1770 Lagrange $g(2)=4$ 1909
Wieferich $g(3)=9$ 3 Kempner
1920 circle method
1920 $g(k)$
1936 7 $k$ $g(k)$ (“ ( ’ “ [ ’)
$_{-}’$
$\mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{k}\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{n}_{\text{ }}$
$\mathrm{P}\mathrm{i}\mathrm{U}\mathrm{a}\mathrm{i}_{\text{ }}$ Niven IM. Vinogradov
Niven 1944
$\mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{k}\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{n}_{\text{ }}$ Pillai 1936
Dickson $7\leq k\leq 180$ $k$ [ $g(k)$
7 $k$ $g(k)$
$k=4,5,6$ 3 1940 [ Pillai $g(6)=73$
















$A_{k}\ovalbox{\tt\small REJECT}[(3/2)^{k}],$ $B_{k}\ovalbox{\tt\small REJECT}(3/2)^{k}$ (3/2) , $C_{k}\ovalbox{\tt\small REJECT}[(4/3)^{k}]$












(i) $($Kubina-Wunderlich, $1990)_{\text{ }}$ (i)
$k$







\ddagger $k=1$ (i) $g(1)=1$
78
Watson [14]
Wieferich $g(3)=9$ $G(3)\leq 8$
Landau 1943 Linnik
$G(3)\leq 7$ Linnik seven cube theorem






























(3) 3 4 (
)
Dickson [1] 22 227 I878 Proth
$x^{4}+y^{4}+(x+y)^{4}=2(x^{2}+xy+y^{2})^{2}$ (4)












2 (3) (4) (4)
$x^{2}+y^{2}+(x+y)^{2}=2(x^{2}+xy+y^{2})i$ (5.)
( ‘. )o. (5) &\acute (4)
...
5. 4
(4) $\dot{\mathrm{c}}$ircle method 4 War-
ing 3














$-\text{ _{ }}1$ 2 4 $X$






($u,$ $v$ $p$ 3 1 )
$|A’|\leq CB\text{ }\mathrm{t}_{\dot{9}arrow}^{\mathrm{a}-}\S_{A\ll B\text{ _{}\mathrm{V}}}$ ‘&|a\mbox{\boldmath $\tau$}B\mbox{\boldmath $\theta$}\hslash \gg 6 $Al\mathrm{h}_{\text{ }}A.=O(B).\text{ _{}\mathrm{p}}\Pi \mathrm{b}^{\theta}\mathrm{g}\Re_{\mathrm{O}}\text{ }’\text{ }.\not\in\backslash \ovalbox{\tt\small REJECT} C\hslash^{\theta}\backslash \text{ }\supset \text{ }\ll*\gg\}\mathrm{h}\mathrm{V}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{v}\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{m}\mathrm{b}1\text{ }\mathrm{f}\mathrm{f}|\dot{\mathrm{h}}n\text{ }\circ-\simarrow-g)_{\llcorner}\acute{\mathrm{g}}_{\hat{\mathrm{R}^{1}\mathrm{J}}}$
.
,
$\mathrm{N}(\mathrm{X})\text{ }\mathfrak{F}^{\iota}\tau \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{u}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\text{ }.\text{ }\cdot\check{\mathrm{p}}[9],\S\dot{2}.8$
, fExxerADc \epsilon \acute 6 $\mathrm{m}\mathrm{n}_{\mathrm{g}}\text{ }\mathrm{V}^{\mathrm{a}}\text{ ^{}\frac{\epsilon}{\mathrm{H}^{1}\mathrm{J}}}*\text{ }\#$6ae\not\in k }z\S 6\epsilon .$1^{\cdot}\text{ }\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{t}1\mathrm{J}\mathrm{a}$)$\mathrm{f}\mathrm{f}[mathring]_{\mathfrak{B}}\mathrm{t}’\mathrm{o}\mathrm{e}\tau\neq-\mathrm{b}’\#\text{ }$ ,
Cauchy [2], pp.160-161 n
81
$X$ $N_{0}(X)$ $M(X)$
$N_{0}(X)\gg X^{1-\epsilon}$ 3 1 $p$
$p=x^{2}+xy+y^{2}$ $x_{\text{ }}y$ (4) $2p^{2}$
3 4 $N_{0}(X)$
5 4 $N(X)\geq N_{0}(X)$
aughan [8] $N(X)$
$\theta$ 1 (3) 1 3
4
1(Kawada-Wooley [5], Theorem 1) $\epsilon$





$s$ 16 $s$ 4
$||$
$s$ 16 $r$ 16
$R(r)$
$N_{s}= \bigcup_{f}R(r)1\leq\leq s$ ’ $\mathcal{M}_{\delta}=\cup R(r)s<r\leq 15$
.$*\text{ }$
$x$ 16 0 1
$\mathcal{M}_{\delta}$ $s$ 4
$n$ $16n$ $s$ 4
$1\mathrm{I}$














$\{16^{m}\cdot n;m\geq 0, n\in \mathcal{E}_{\epsilon}\}\cup \mathcal{M}_{s}$
$s$ 4





$G\#(4)$ : $N_{s}$ $\mathrm{V}^{\mathrm{a}}\text{ }$ $s$ 4
$s$
Dave.nport 1939 $G\#(4)\leq 14$ $G(4)=16$
1980
Thanigasalam Vaughan [ $G\#(4)\leq 13$
1989 Vaughan [8] $G\#(4)\leq 12$
aughan [8] 10
$G\#(4)\leq 12$ $\mathcal{E}_{12}$
“ ” 12 4
$\mathrm{V}$




Vaughan 12 11 4
$G\#(4)\leq 11$
4 4 3 (4)
[ $x_{\text{ }}y_{\text{ }}x+y$ 3
4
}x















2 $g(k)_{\text{ }}G(k)$ $s\Leftarrow,$ $k$ )
4 $s(n)=s(n, 4)$
$n$ 4 4
$s(n)$ $g(4)=19$ n>-C\Rightarrow s(n)\leq 19
$C$ circle method










4 $\mathrm{a}\text{ }$ $s(n)>16$ $n$ 1
$n$
$10^{216}$















$s(n)>16$ 96 $n$ [3] $g(4)=19$
$\mathrm{A}\backslash$
$n$ { $s(n)\leq 19$ $s(n)>16$



























(6) circle method $G(5)$
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